DERIVABILITE d'une fonction

Toutes les fonctions considérées dans ce chapitre sont définies sur R ou une partie de R et sont & valeurs dans R.
Les intervalles considérés sont non vides et non réduits a un point.

1. Dérivabilité en un point

1.1 Théoreme
Soit f une fonction définie sur un intervallel. Soit X, un éément del.
Les deux assertions suivantes sont équivalentes ;

1) Il existeun réd ¢ tel que |'accroissement moyen ait pour limite ¢ :

Note: htend
lim f(X0+h)_f(X0):( vers0 defagon
h—0 h quexo+hel

2) Il existeun réd ¢ et unefonction ¢ tels que pour tout htel quexp+h el :

%o+ 1) = f(x0) + th + h(h) ou lim ¢(h) =0

Démonstration

Supposons la condition 1). Il existe / € R tel que:

e
Peons pa 0 ot = 1060100,
Par hypothése, on aainsi : lim o(h) =0
Deplus: he(h) = f(Xo + h) = f(X0) — ¢h
D'out Ia condiition 2) : f%+ h) = f() + th+ ho(h) ot lim o(h) =0

Réciproquement, supposons la condition 2) :

%o+ 1) = f(x0) + th + h(h) ou lim ¢(h) =0

Pour h=0,0na: w=fﬂp(m

Et comme lim o(h) = 0, il vient : lim L0t =/0) _,
h—0 h—0 h

D'ol la condition 1).
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Vocabulaire:

e Laquantité sappelle I'accroissement moyen de f en x,. Graphiquement, €lle représente

J (% +h) = f(X)
h

le coefficient directeur de la sécante a la courbe C; de f entre les points d'abscisses xq €t Xo + h.

fxo+h)

f(x0)

/ Xo Xo+ h

e Lacondition 1) peut donc aussi setraduire par : I'accroissement moyen de f en Xo admet une limite finie.

e L'écriture sous laforme f(Xo + h) = f(Xo) + ¢h + ho(h) (ou iI1irr(1)<p(h) = 0) sappelle le développement limité
-

de f al'ordre 1 en x,.

¢ Lacondition 2) peut donc encore setraduire par : f admet un développement limité al'ordre 1 en x,.

1.2. Définition

Soit f une fonction définie sur un intervalle . Soit X, un éément del.

Lorsque I'une des deux conditions du théoréme ci-dessus est vérifiée, on dit que:

f est dérivable en xo

Le nombre ¢ sappelle alors e nombre dérivé de f en X, et on le note f'(Xo).

Commentaires:

¢ lalimite del'accroissement moyen de f en xo (lorsqu'il existe) peut encore sécrire sous laforme suivante :

FX) = f(%) Cestranformations
¢ X=X décritures sefont viale

li
X—>Xg

s, . . changement de variable :
o Ledéveoppement limitéde f en x (lorsgu'il existe) peut encore se noter :

F(¥) = f(%0) + /" (Xo)(X = Xo) + (X = Xo)p(X — Xo)
(Cette derniére relation sappelle "formule de Taylor-Y oung appliquée a f en xo al'ordre 1)

X=X +h

e Laformulede Taylor-Young, ci-dessus, peut encore sécrire:

F(X) = f(%0) = f' (%) (X — Xo) + (X = Xo)&(X — Xo) OU x“l?o g(X—X%) =0

Avec la notation des Physiciens: AX = X — Xo, AY(X) = f(X) — f(Xo), nous obtenons :
AY(X0) = f' (Xo)AX + AXe(AX)

En faisant tendre ¢ vers 0, on obtient I'écriture différentielle des Physiciens::

dy = f' (Xo)dx ou encore f'(Xo) = %(Xo)
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e Lorsque I'accroissement moyen n‘admet pas de limite en Xo, il se peut qu'il en admette une a droite (ou a
gauche) de xo,. On dit alors que f est dérivable a droite (ou a gauche) en xo. (voir exemple de la fonction

"valeur absolue' en 0 un peu plus bas)

Exemples d'utilisation de la définition :

1) On considérelafonction f définie sur R, par f(X) = Jx . Etudier sa dérivabilité en 0.
Pour cela, on évalue lalimite de I'accroissement moyende f en xo=0:

fOo+h) = f(x) _ +o+h-40 vh 1

h h h h

D'oil : lim L0 =F00) _ g L
h—0 h h—0 Jﬁ

Lalimiten'est pasfinie. Lafonction "racine carrée" n'est donc pas dérivable en 0.
Cependant, la courbe admet, au point d'abscisse 0, une demi-tangente verticale.

2) On considérelafonction f définie sur R par f(X) = |x|. Etudier sa dérivabilité en 0.
0 —
Nous avons pour tout h = 0': % = %

n

Or, laquantité H n'apasdelimiteen 0. En effet :

lim ﬂ: lim D=1 et lim ﬂ: Iim—Dz—l
h-0 h h-s0h h-0 h hs0 h
h>0 h>0 h<0 h<0

(Leslimitesa gauche et a droite sont différentes...)
L'accroissement moyen de la fonction f n'a pas de limite en 0. Par conséquent la fonction valeur
absolue n'est pas dérivable en 0.
Cependant, elle est dérivable "adroite’ de 0 e "a gauche" de 0.
La courbe admet donc deux demi-tangentes distinctes de coefficients directeurs respectifs 1 et —1

2. Différentes interprétations du nombre dérivé

2.1. Interprétation graphique du nombre dérivé : il représente le coefficient directeur de la tangente a Cy

au point de C; d'abscisse X, (dans I'hypothése ol ce coefficient directeur et cette tangente existent !)

G

Le coefficient directeur de la sécante (AB) est :

J(% +h) = f(X)
h

R .

J ) R . Lorsque h tend vers O

e lepoint B tend versle point A

/ Xo onlrh e ladroite (AB) tend alorsverslatangenteaC, en A
o |'accroissement moyen de f en X, tend vers f' (o).

A lalimite, le point B est en A, ladroite (AB) est alors tangente & C; en A et son coefficient directeur est f'(xo).
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2.2. Interprétation numérigue du nombre dérivé:

On avu que lorsque f est dérivable en xy, on a:

JX) = 1) + [ (o) (X — X0) + (X = X0)(x — o) 0 lim o(h) =0

Ainsi lorsgue x est voisin de xo, on al'approximation :

() = f(x0) + f' (Xo) (X — Xo)
L'application x = f(Xo) + f' (Xo)(X — Xo) Sappelle approximation affine de f en xo.

(Si, 8, regardez bien, c'est une application affine! Car elleest du typex — ax+ b aveca= f'(xo) &t b= f(Xo) — f'(X0)Xo...)

2.3. Déter mination d'une éguation dela tangente T a C; au point A d'abscisse Xg :

La méhode est classique : soit M(x ; y) un point
guelconque de cette tangente T distinct de A. Le

f(xo)
coefficient directeur de T est :
ey - Y= (%)
['(%0) = -
D'oli une équation de T : y = f(Xo) + f' (Xo)(X — Xo)

On congtate que latangente T n'est autre que la représentation graphique de I'approximation affine de f (en xo).

Exemples : On donne: f)=—x*+3
Equation de la tangente T au point d'abscisse xo = 2 ?
H ) 5 h hz Bien 50, § I'on sait que

oncdadef(z): ~ JGN-Ff@ _-C+n°+3-(2"+3) -4h-h" __, /() = ~2x, on obtient

h h h immédiatement f'(2) = —4.

f@=Ilim(-4-hy=-4
h—0

L'éguation de T est donc : y=f@Q+f'(Qx-2)=-1-4(xX-2)=-4x+7

Autre méhode (pour ceux qui ont oubliélaformule) : une équation de T est delaformey = f'(2)x + b.

Lacondition f(2) =—1livrealorsb=7.

2.2. Interprétation cinématique du nombre dérivé :

Supposonsici que f représente laloi horaire d'un mobile en déplacement. La vitesse moyenne du mobile entre
lesinstantsty et to + hest alors:
fto +h) — /()
h

La vitesse instantanée du mobile au moment t, est donc donnée par :

lim f(to+h)— f(to) _

h—0 h

f'(to)

S f est une loi horaire d'un mobile en mouvement, le nombre dérivé en t, représente la vitesse

instantanée du mobile al'instant t,,.
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3. Fonction dérivée

3.1. Définition

Lorsgqu'une fonction f admet un nombre dérivé en tout point X, d'un intervalle |, on dit que f est dérivable sur I.

On définit alors lafonction dérivée, notée f', qui atout point xo de | associe le nombre dérivé £ (xo).

Nous savons déja dériver un certain nombre de fonctions. Se reporter au tableau des dérivées pour en avoir un

apercu. Les physiciens notent : dy = f'(x)dx

On montre (voir quelques démonstrations au paragraphe 5) que la somme et le produit de fonctions dérivables

(sur un intervalle I) est dérivable (sur |). De méme pour le quotient f/g de deux fonctions dérivables ou g ne
sannule pas sur I. On montrera également que les fonctions du type x > x"(n e N) sont dérivables sur R.
Ainsi, les fonctions polyndmes sont dérivables sur R et les fonctions rationnelles le sont sur tout intervalle

contenu dans leur ensembl e de définition.

Donnons & présent un théoréme fondamental :

3.2. Théoréme
Toute fonction f dérivable sur un intervalle | est continue sur 1.

Démongtration :
Soit Xo € |. Puisque f est dérivable en X, elle admet un développement limitéal'ordre 1 en xo :
fo+h) = f(xo) + f' (Xo)h + he(h) ou lim o(h) =0
Posonsx =X, + h, il vient alors:
F9) = f(x0) + (X = Xo) f* (X0) + (X = X0)p(X — Xo) OU X'L”QO (X —%) =0
Par passage alalimite lorsgue x tend vers xo, on obtient :
XIL”QO ) = XIL”QO (f(%0) + (X = X0) /" (%) + (X = Xo)p(X — X))

Or lim (X—Xo)f'(X) =0car f'(Xp) est un nombrefini et lim (X — Xo)p(X—Xg) =0

D'ol lim f(xX) = f(Xo)
X—Xg
Lafonction f est donc continue en Xo.
Ceraisonnement étant valable pour tout X, de |, on en déduit que f est continue sur 1.

Remarques :

e Laréciproque du théoreme 3.2. est fausse. En €ffet, il existe des fonctions continues en un point X, € non
dérivables en x,. C'est le cas, par exemple, de la fonction "valeur absolue" (voir ci-dessus)

e Unefonction f peut étre dérivable (et donc continue) sans que sa dérivée f' soit continue:

Considérons la fonction f définie sur R par :
f(¥) = xzsin% sx=0 et f(0)=0
Montrons que f est continueen O :

Nous avons, pour tout réel x = 0 :
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1
sin=
X

2

Donc : N < X

D'aprés le théoreme de comparaison des limites (en 0), on en déduit :
lim |[f(X)| =0 (puisque lim x*=0)
x—0 x—0
Donc: lim f(x) =0= f(0) y
x—0

Donc f est continue en 0.

Montrons que f est dérivableen O :

Pour tout réel x # 0, nous avons : szsini Ny AAA
x-0 X vv" "V "
. .1

Or: lim xsin ==0
x—0 X

(Méme type de preuve que ci-dessus. On écrit : xsin% < X))

Donc: lim M:O

' x—0 x-0

Cequi signifie que f est dérivable en 0 avec f'(0) = 0.
Cependant f' n'est pas continue en 0. En effet, pour tout x = 0, on a:

f'(X)=2xsin = + x?x | ——|cos ==2xsin =—cos —
()
X

x2 X X X

. .1 . . 1, I _ .
Nous savons que lim 2x sin —= 0, maisla quantité cos — n'a pas de limite en 0. (Vair legon sur la continuité)
x—0 X X

Donc f' n'apasdelimiteen O, ce qui signifie qu'ele n'est pas continue en 0.
Moralité : pour étudier la dérivabilité d'une fonction en un point X, il ne faut surtout pas éudier lalimite de f'
en Xo (ce serait éudier la continuité de la dérivée en xp) mais éudier la limite de I'accroissement moyen.

Cependant, s f' admet unelimite (finie) en x, alors f est dérivable en xo de nombre dérive f* (xo).

) - F(%)
X=X

Remarque: s f est dérivable en X, alors|'application "coefficient directeur” ¢ définie par ¢(x) =

S X # Xo €t 9(Xo) = f'(Xo) st continue en X, puisque lim @(X) = ' (Xo)-

Exercice:
Démontrer que s u et v sont deux fonctions dérivables sur un intervalle I, alors la fonction produit uv est
dérivable sur | et (uv)' = u'v + uv' (résultat admis en classe de Premiere).
Pour tout X, de I, comme les fonctions u et v sont dérivables en x,, €les admettent une développement limité a
l'ordrelenxg:
U(Xo + h) = U(xo) + U'(Xo)h + hp(h) ol lim () =0 et v(xo+ h) = V(x) +V(X)h + hy(h) ou limy(h) =0

En multipliant ces deux dével oppements, il vient :

U(Xo + h) V(xo + h) = (u(xo) + U'(Xo)h + he(h))(v(Xo) + V'(Xo)h + hy(h))

U(Xo + h) V(X0 + h) = U(%o) V(Xo) + (U'(Xo) V(Xo) + U(X0) V'(Xo))h + hd(h)
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ot @ (h) = u(xo) w(h)) + U'(Xo) V'(Xo)h + U'(xo)hy () + e(M)V'(Xo)h + hp(h)w(h)

Nous avons donc : uv(Xo + h) = uv(xo) + (U'(Xo) V(Xo) + U(Xo) V'(X0))h + hd(h) ol i|1|_r)r(1) o(h)=0

La fonction produit uv admet un développement limité al'ordre 1 en xo, donc uv est dérivable en x,. Ceci éant
valable pour tout X, de |, on a uv dérivable sur |. De plus, le nombre dérivé de uv en X, est directement lisible
dans le développement limité, il Sagit de u'(xo) V(Xo) + U(Xo) V'(Xo). Finalement, on asur | :

(uv)' =uv+u

4. Applications de la dérivation a I'étude de fonctions

Bien qu'intuitivement évident, on admettra le théoréme suivant. (Sa démonstration découle en partie du théoréme des accroissements finis qui est
hors-programme. Ce théoréme découle lui-méme du théoréme de Rolle dont la démonstration repose sur le fait qu'une fonction continue sur un
intervalle borné est bornée et atteint ses bornes. Or, cette derniére propriété repose en partie sur le théoréme de Bolzano-Weerdtrass dont la
démonstration ne peut se comprendre qu'aprés avoir éabli un certain nombre d'édéments de topologie de ladroiterédle...)

4.1. Théoreme Lien entre le signe de la dérivée et les variations de la fonction

Soit f une fonction dérivable sur un intervalel.

1. festconstantesur | s et seulements f'= Osurl.

2. f est croissante (resp. décroissante) sur | s et seulement s f'> 0 (resp. f'<0) sur |.
3. f est strictement croissante (resp. strictement décroissante) sur | S et seulement si

f'=0surl (resp. f'<0)
L'ensemble {xe | telsque f'(x) =0} necontient aucun intervalle dintérieur non vide

Commentaires : les commentaires suivants sont transposablesaux cas"f'<Osur | " :

e s f'>0surl, sauf en des pointsisolés ou le sannule, on a quand méme la stricte croissance de f sur |.

e il n'y apaséquivalence entreles conditions "f' >0sur | " et "f strictement croissantesur | ".

Exemples:

1) On considére la fonction f définie sur R par f(x) = x>. On a f'(X) = 3x*. Notre dérivée est toujours
strictement positive sauf en 0 ou dle sannule. Lafonction f est donc strictement croissante sur R.
Cet exemple montre donc qu'une fonction strictement croissante sur un intervalle | n'a pas nécessairement
une dérivée strictement positive sur .

(x+1)3si x<-1

2) On considére maintenant la fonction g définiesur R par : g(x) =< 0s xe[-1;71] .
(x-13si x>1Y

N
‘

3x+1)?%s x<-1 Cy
Onag(xX)=4 O0sxe[-1;]

3x-1)%s x>1

=
‘

La dérivée g' est toujours positive. De plus dle est 2/ -1 12
nulle sur tout I'intervalle[-1 ; 1]. Par conséguent, la

fonction g est croissante (non strictement) sur R. -2f
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3) Soithlafonction f définiesur ]-2; -1 u]1l; 2[par h(x)=-1sixe]-2; -1 eh(x)=1s xe]1; 2[. On
aclairement h'=0sur ]-2; -1[ U ]1; 2[. Cependant, h n'est pas constante, d'oll la nécessité de la condition

"l est unintervale' danslethéoreme4.1.

L e théoréeme suivant donne une condition nécessaire pour que f ait un extremum local en X :

4.2. Théoreme
Soit f une fonction dérivable sur un intervalel.

Si f admet un extremum local en un paoint X, intérieur al alors f'(Xg) =0

Avant de démontrer ce théoreme, donnons quel ques explications :

o S aet breprésentent les extrémitésdel'intervalle | (avec éventuellement a = —oo et/ou b = +0), I'intérieur
del est I'intervalle ouvert Ja; b[. (C'est le plus grand intervalle ouvert contenu dans )

e Un extremum local est soit un maximum local, soit un minimum local. Une fonction f admet un maximum
local en xo Sil existe un intervalle ouvert J du type]xo — € ; Xo + €[ (avec € > 0) tel que pour tout x de J on

ait f(x) < f(Xo) . (On définit de fagon analogue un minimum local). Une fonction peut avoir plusieurs

maxima sur un mémeintervallel. Le plus grand d'entre eux est appelé maximum global de f sur I.

f(x0)

fxo)

Démonstration :
Par hypotheése, f est dérivable en xg €t :

Comme X, est intérieur al, il existee > 0td que]xy — € ; Xo + €[ Soit contenu dans .

Supposons que I'extremum local de f soit un maximum local :

Pourhe]0; ¢[,ona: MSO
Pour he]-¢;0[,ona: M>O

Ceci montre que la dérivée a droite de f en x, est négative et que la dérivée a gauche de f en X, est positive. Et
comme dlles sont toutes deux égales a f'(Xo), on a nécessairement f'(Xg) = 0 et f'(Xo) < 0d'ou f'(x) = 0.

Danslecasou f admet un minimum local, on raisonne de méme.
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Mise en garde sur le théoréme 4.2. :

Si X est une extrémité de |, la fonction f peut avoir un extremum en X, sans nécessairement avoir f'(xg) = 0.

Cest cequillustre lafigure suivante: Y

f(x0)

L
x

Le théoréme suivant donne une condition suffisante pour que f ait un extremum local en X :

4.3. Théoreme
Soit f une fonction dérivable sur un intervalle |. Soit xo un point intérieur al.

S f' sannule en X, en changeant de signe alors f a un extremum local en xg

Nous admettrons ce théoréme dont la démonstration repose, la encore, sur e théoréme des accroissements finis.
Les trois théorémes précédents sont largement exploités dans les exercices notamment lors de la mise en place

du tableau de variation d'une fonction.

5. Dérivation d'une fonction composée et applications

5.1. Théoréme
Soit u une fonction dérivable sur un intervallel.
Soit v une fonction dérivable sur un intervalle J contenant u(l).

Lafonction v o u est dérivable sur | et pour tout x e | : (vou)'(x) = u'(x) v'(u(x))

Démongtration :
Soit xg € I.
On écrit :
(vou)(x) — (vou)p) _ V(U(x)) —V(u(xp))  u(x) —u(x)
X=X u(x) — u(xp) X=X

Posons yp = U(Xo) et y = u(x), ains :

(Vou)(x) — (vou)g) _ V(Y) —V(¥o) . U(¥) —u(x)
X=X Y=Y X=X

Or, v éant dérivable en yp, on a:

lim V(y) _V(yO) — VI(yO)
Y=Y Y=Y

Et u étant dérivableen xy, on a:

lim U(X) _u(XO) — UI(XO)
X—>Xy X=Xy
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Do i oU)(0 — (vou)(xp)
X—>Xg X=Xy

= U'(Xo) % V'(Yo) = U'(Xo) x V'(U(Xo))

Cest-a-dire: (Vou)'(xo) = U'(Xo) x V'(u(Xo))
Ceci éant valable pour tout Xy € |, on en déduit la dérivabilité dev o u sur | et
(Vvou)(x) =u(x) v(u(x)

5.2. Conséguences du théoréme 5.1. : soit u une fonction dérivable sur un intervallel.

v
2Ju

Sif=u" (avecn e Z' etunesannulant passur | s n < —1) alors f est dérivablesur | et f* =nu' u™*

Si f=\/U (ou u et strictement positivesur |) alors f est dérivablesur | et f' =

Exemple:
1. On considérelafonction f définie sur R, par :

) = VX2 +x

On peut écrire f = Ju avec u(x) = x*+ x. Lafonction u est strictement positive sur ]0 ; +oo].

Donc f est dérivablesur ]0; +oof etona f' = L, ce qui donne:;

2Ju

2X+1
20%% + X

2. Danslapratique, Sil n'y a pas d'ambiguité avec lesintervalles, on finit par ne plus préciser la composition :

)=

pour tout X € ]0 ; +oof

0= (26 - x+ 1)’ 1109 = 6(4x — 1) (2%~ x+ 1)’

Exercice: Soit f unefonction définie et dérivable sur un intervalle | symétrique par rapport a 0.
Démontrer : f paire = f'impaire

fimpaire = f' paire.
Si f est paire, onapour tout x e | : f(X) = f(—x) = f o g(x) (Ou g est lafonction qui ax associe —x )
En dérivant, on obtient : 00 =dXf'(@x) =—f(—x)
Donc f' est impaire.

Méme raisonnement pour |'autre implication.
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5.3. Théoréme Dérivation de la bijection réciprogue (hors programme)

Soit f une bijection dérivable dun intervalle | sur un intervalle J. On note £ la bijection reciproque de f.
Sait X € | tel que f'(xo) # 0. Alorslafonction £ est dérivable en y, = f(xo) €t :

1

(f ) (o) = m

Démongtration :
Nous allons montrer que |'accroissement moyen ci-dessous admet une limite lorsque y tend versyy :

- F7(%) _ 1) %
Y=Yo y-f(%)

Notons x = f~X(y) ainsi : -0 X=X

Y-Yo  fO)-F(%)
Or, f* est continue en yj (voir legon sur la continuité) donc :

lim f(y) = /™ (y0)
Y=Yo

Cest-a-dire: lim x=Xg
Y—=>Yo

Autrement dit, lorsque y tend vers y,, alors x tend vers o, ce qui nous permet d'écrire:

im SO0 X% 1

v Y= Yo x> fO)-f(%)  f'(%)

puisque f est dérivable en xo avec f'(xo) = 0.
Ce qui prouve que la fonction réciproque f* est dérivableen y, et :

1 1
F00) ™~ fof (¥)

(F ) (vo) =

Remarque: s de plus, pour tout x del, ona f'(X) = 0, alors f* est alors dérivable sur £(1) et :

1y 1
(f)= W sur f(1)
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6. Tableaux des dérivées usuelles et opérations sur les dérivées

Fonction f Fonction dérivée /' Domaine de définition de f*
£(X) = k (constante) =0 R
JX) =x =1 R
fx)=ax+b f'¥=a R

fX)=x"(neZ) fr)=nx"? Rsn>0;R sn<0

1

f(x) = Jx [ = m [R{*+

1 L .

0= HCRES R,

f(X) = cos x f'(X)=-snx R

f(X)=snx f'(X) = cosx R
£(X) = tan x £ =1+ ta’ x= —= R\{kE:ke 27}

cos” x 2

f(t) = cos(wt + @) f'(t) =—wsin(ot + ¢) R

f(t) = sin(wt + @) f'(t) = ocos(wt + @) R

T

£1(1) = o1+ tan(ot + ¢)) R\{kz‘q’ Ke)
t

f(©) = tan(ot + ¢)

Tous les résultats de ce tableau se démontrent essentiellement avec |a définition du nombre dérivé.

Exemple de démonstrations :

e Casf(x)= x" lorsquen> 0.

L'accroissement moyen de f en x sécrit : (en utilisant la formule du binbme de Newton)

n n-1 nj,n-2p.2 n n
(x+h)" = x" X"+ nx h+[2jx he+...+h" =X

= =nx"1+ [”j Xx"2h+ ... +h"?
h h 2

o . x+h)"-x" _ _ _ ~
D'oU lim X+ -x_ lim nx" 1+[”jx“ Nt ... +h"t=nx"?
h—0 h h—0 2

On peut auss procéder par récurrence en utilisant la formule de dérivation d'un produit (ce qui évite
I'emploi de laformule du bindme).

o Casf(x)=snx
L'accroissement moyen de f en x Sécrit :

sin(x+h)—sinx _ sinxcosh+sinhcosx—-sinx Xcosh—1+sinh

h h h h
. snh . cosh-1
Or: lim ——=1¢€t lim =0 (Voir DM)
h»0 h h—0
N . 8n(x+h)—-snx
D'ou : lim ¥= COS X
h—-0 h
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OPERATIONS SUR LES DERIVEES

lorsque u et v sont des fonctions dérivables sur un intervalle |

Fonction Dérivée Conditions
u+v u+v
ku (k : constante) ku'
uv u'v+ uv'
E - Vi; v=0surl

|
C‘
<
|
c
<

72 v=0surl
u" (ne2) nu u"?! u>0surlsn<o0
Ju _u' u>0surl
2Ju
vou u (Vv ou)

Tous les résultats de ce tableau se démontrent essentiellement avec |a définition du nombre dérivé.

Exemples de démonstrations :

’

e Rdation (E) =—i2
\% V

Pour tout x e I, posons f(X) = i

v(X)
1 1
Ona: fOx+h) = f(x) _ v(x+h) v(x) _ v(x)-Vv(x+h)
h h hv(x) v(x + h)

Or, puisgue v est dérivable, on peut écrire :
V(X + h) = v(X) + V'(X)h + he(h)
Remplagons v(x) — v(x + h) par —(V'(x)h + he(h)) ; on obtient :
fx+h) - f(9) __V(x)h+heth) __ V(X)+o(h)

h h v(x) v(x + h) V(X) v(x+ h)
Do i JOEN =700 L V9 +eh) | V()
' h—0 h h>0 V() V(x+h)  (v(x))?
Doncfeﬂdérivableetf‘=—i; dou : (%) =—i;
% %
e Rdation (%) = u'vv—zuv'

On écrit %z u x v et on utilise la dérivée d'un produit (dga démontrée en exercice) et le résultat ci-dessus.
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7. Etude de la fonction tangente

Voir ce DM spécifique : http:/perso.wanadoo.fr/gilles.costantini/L ycee fichiersDevoirsT_fichiers DMAT S.pdf

8. Quelques inégalités

o Démontrer quepourtoutXe[O;g],ona:
Ex<sinx<x et 1—Ex<cosx< T _x
b b 2

T X X
coSX 2 dnx

aln

Na

Notons| =[0; E].
2
On éudielesfonctions f et g définiessur | par f(X) =x—sinxet g(x) =sinx— Ex.
s
Ona, pour x €| : ff)=1-cosx=0
g9 =cosx— 2
s

g'X)=-snx<0
Lafonction f' est positive sur |, donc f est croissante sur | et comme £(0) = 0, on en déduit que f est

positive sur |, donc: sin X < X pour tout x € |

Lafonction g" est négative sur |, donc g' est décroissante sur |.

Or: g'(0)=1—g>oag'(£)=—g<0
i 2 b

Comme @' est continue et strictement décroissante sur |, d'aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, il

existeun uniqueréel o e | tel queg'(a) = 0. Donc g' est positive sur [0 ; o] puis négative sur [a ; g].
On en déduit que g est croissante sur [0 ; o] puis décroissante sur [o ; g].

Maisg(0) = 0 et g(g) = 0. Donc g est positive sur | :

2 .
— X < snx pour tout X € |
s
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R 2
On montre de méme que:: 1-—x<cosx< g—x pour tout X € |
s

. DémontrerquepourtoutXe[O;g[,ona: X < tan x

Posons f(x) =tan x —x pour x e J=[0; —[.

N a

Ona: f'(x) =tan®x = O pour tout X € J
Donc f est croissante sur J.

En outre, f(0) =0 donc f est positive sur J d'ou le résultat.

Remargue : al'aide de l'encadrement sin x < x < tan x démontré ci dessus pour x € [0 g [, on déduit que:

1< —< L pour tout X € ]0;
COSX

[

N a

On montre (parité des fonctions en jeu) que I'encadrement est aussi valable pour x € ]—g ; Of.

Loy S . inx
L e théoréme des gendarmes permet alors de retrouver la limite importante : I|rr(1) ST =1.
X—

9. Complément : inégalités des accroissements finis (Hors programme)

9.1. Théoréme Inégalité des accroissementsfinis

Soit f une fonction dérivable sur un intervalel.

On suppose qu'il existe deux rédlsmet M telsquem < f' < M sur |?,
Alors, pour tousréelsaet bdel telsquea<b,ona:

m(b —a) < f(b) - f(a) < M(b—-2a)

Démongtration :
On utilise une fonction auxiliaire g définie sur | par :

9(x) = f(x) — Mx
Lafonction g est dérivablesur | et on a: g =f'x-M
Or, f' <Msurl, donc: g <Osurl
Lafonction g est donc décroissante sur |, ce qui signifie, puisquea < b, quel'on a:

9(a) > g(b)

Cest-a-dire: f(@ —Maz= f(b)— Mb
D'ou I'on déduit finalement : f(b) — f(a) < M(b-a)
On raisonne de méme avec la fonction h définie sur | par h(x) = f(x) — mx pour démontrer I'autre partie de

I'encadrement.

D 5| estun segment (intervalle fermé et borné) cette condition est toujours réalisée car une fonction continue sur un segment est bornée.
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Remargue : lorsgue f* est continue sur |, on obtient aussi ce résultat en intégrant l'inégalité m < f' < M entre
aet b (voir le cours sur le calcul intégral)
Exercice : démontrer ques m< f'< M sur | alors, pour tousa et bdel telsquea<b:

m(b —a) < f(b) - f(a) <M(b-a)

Remarque : lesinégalités strictes persistent encoresi m < f' < M avec égalité en un nombre fini d'abscisses...

9.2. Théoréme inégalité des accroissements finis (bis)
Soit f une fonction dérivable sur un intervalel.

Sil existeun réd M tel que|f'| < M sur | alors pour tousréelsa et bdel, on a:
/(b) - f(&)] < MJo - a]

Démongtration :
Il suffit de remarquer que la condition [f'| < M sécrit encore—M < f' < M. On applique aors le théoréme
9.1.:

s a<baos-M(b-a) < f(b) - f(a) < M(b - a) cest-a-dire|f(b) — f(a)] < M(b- a)

s a>baos-M(a—b) < f(b) - f(a) < M(a- b) cest-a-dire|f(b) — f(a)] < M(a- b)

Dansles deux cas, on a: If(b) - f(a)] < Mb-a
Exemples:
e Encadrements de nombresréds.
Montrer que : V2 \E_lsﬁ
12 12

On applique le théoréme 9.1. alafonction f définie sur E ﬂ par f(X) = sin(x).
<

o Démontrer que pour tousrédsxety: |cosx—cosy| < [x—VY|

On applique I'inégalité des accroissements finis avec f = cos.

9.3. Théoréme

Soient f et g deux fonctions dérivables sur un intervalel.

Si |f']| < d surlalorspour tousréedlsaetbdel tedlsquea<b, ona:

[7(b) - f(&)] < g(b) - g(a)

Démongtration :

Lacondition |f'| < g sur | sécritencore: —g < f' < g surl

Soit h lafonction définie sur | par : h(x) = f(xX) — 9(X)

Lafonction h est dérivable sur | (comme différence de deux fonctions qui le sont) et :
h'(x)=f'(X) —g'(x) < 0 pour tout x |

Lafonction h est donc décroissante sur .

Pour tousréelsaet bdel telsquea<b, ona donc:
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h(b) < h(a)
Cest-a-dire: f(b) — f(a) < g(b) — g(a)

Soit k la fonction définie sur | par : k(X) = f(x) + 9(X)
Lafonction k est dérivable sur | (comme somme de deux fonctions qui le sont) et :
KX)=f"(X)+d(x) = 0pour tout x € |
Lafonction k est donc croissante sur I.
Pour tousréelsaet bdel telsquea<b, ona donc:
k(a) < k(b)
Cest-ardire: f(a) — f(b) < g(b) — g(a)

On en déduit bien que pour tousrédlsa et bdel telsquea< b, on a:
/(b) - f(@)] < g(b) — 9(a)

Laencore, on obtient le résultat en intégrant I'inégalité —g' < f' < ¢' entreaet b.

Exercice (nécessite des connaissances sur la fonction logarithme népérien, on pourra consulter ce lien :

http://perso.wanadoo.fr/gilles.costantini/L ycee fichiers/CoursT_fichiers/Expl n03.pdf)

Démontrer que pour tout x € 0 ; +oof :
1

<In(x+1)-Inx<
X+1

X | =

En déduire que la suite (S,) définiepour n e N par S, = 1+ % + é + ..+ % diverge vers +o.

(Cette suite (S,) Sappdlle la série "harmonique'.)

On considére lafonction f définie sur JO ; +oof par f(t) =Int.

Soit x € ]0 ; +oo[. Considérons I'intervalle | =[x ; x + 1]. Lafonction f est dérivablesur | et f'(t) = Yl

Pour toutt e | =[x; x+1],0ona: il < Yl < % (car lafonction inverse est décroissante sur | < ]0 ; +oo[)
+
Cest-a-dire: 1 <f'< 1 sur |
x+1 X

D'aprés I'inégalité des accroissements finis appliquée a f et en choisissant a= x et b = x + 1, nous obtenons :

L < Inx+1)-Inx< 1
X+1 X

En particulier, pour tout entier k > 1, on a: 1 2 Ink+1) - Ink
X

n n
On en déduit que: S = Z%z ZIn(k+1)—Ink=In(n+1).
k=1 k=1

Or, la suite (u,) définie par u, = In (n + 1) est divergente vers +oo. On en déduit par comparaison que (S,
diverge également vers +oo.

Voair le cours sur le calcul intégral (http://perso.wanadoo.frigilles costantini/L ycee fichiersCoursT_fichiersCl04.pdf) pour une

méthode plus simple.
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